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Abstract 

Let K be the field of formai Laurent séries in X^-^ over the finite field k, 
and let A be the ring of polynomials in X over k. One of the main results 
of the paper is to give a particularly nice coding of the géodésie flow on 
the quotient of the Bruhat-Tits tree T of PGL2(-R') by PGL2(A), by using 
the continued fraction expansion of the endpoints of the géodésie lines in 
T (the space of ends of T identifies with Fi{K)). This allows in particular 
to prove in a dynamical way the invariance of the Haar measure by the 
Artin map. ^ 

1 Introduction 

Soit K = ¥q{{X^^)) le corps local des séries formelles de Laurent en X~^ à 
coefficients dans le corps fini F^, et = Fg[[X"^]] le sous-anneau de K des séries 
formelles entières. On considère le groupe localement compact G = PGL(2,K), 
et son réseau non uniforme F = PGL(2, Fç[A]). Le groupe G agit sur son arbre 
(localement fini) de Bruhat-Tits T^. L'espace des bouts de Tg s'identifie avec la 
droite projective Pi(i^), et on note x* le point base standard de Tg (voir par exemple 
|Ser2j ou la partie O pour des rappels). 



L'un des buts principaux de cet article, qui fait suite à [Pau], est d'expliciter en 
termes arithmétiques la structure ergodique des actions commutantes de P et du fiot 
géodésique (action de Z par translation à la source) sur l'espace des géodésiques de 
Tg (i.e. des isométries £ : M ^ Tg d'origine i{0) un sommet de Tg). 

Nous décrivons (dans la partie 13. la structure de l'ensemble des géodésiques 
de Tg modulo l'action de P. Notons vr : Tg ^ r\Tg la projection canonique. Alors, 
l'ensemble 7r~^(7r(x*)) est une section P-équivariante globale pour le fiot géodésique 
(toute orbite la rencontre une infinité de fois). De plus, toute géodésique de Tg, 
d'origine dans la section globale 7r^^(7r(x*)), est équivalente, modulo l'action d'un 

ïAMS codes : 11 J 70, 20 G 25, 20 E 08, 37 A 45, 11 K 50. Keywords : continued fractions, 
Artin map, Laurent séries field, Bruhat-Tits tree, géodésie fiow, coding. 
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élément de F, à une unique géodésique ^ d'origine x^,, d'extrémité négative un point 
de J = \^ (a + X~^) et d'extrémité positive un point de . Une manière de 

a&¥q[X\-¥q 

rendre cet élément de F unique est d'introduire des "décorations" sur les géodésiques 
(voir la partie [S)). 

Notons G'oi^q) l'ensemble des telles géodésiques identifiées à leurs couples 
d'extrémités (,^_,.^+), avec de plus ^_ irrationnelles (i.e. dans Pi(-ft') — Pi(-ft')). 
Soit \l/ : G'^i^q) ^oC^g) l'application induite par l'application de premier retour 
du fiot géodésique sur la section globale 7r~^(7r(x*)) (voir la partie . Pour £ dans 
^Q(Tg), notons {an)n>i le développement en fractions continues d'Artin |Art| de 
et (a_n)„>o celui de ^ (voir la partie ITTl pour des rappels). 

Nous montrons dans la partie El le résultat suivant : 

Théorème 1.1 L'application Q' : G'oO^g) ^ (FJX] - ¥g)^, définie par &{£) = 
{an)nez, est un homéomorphisme qui rend le diagramme suivant commutatif 

G'oiT,) ^ (FjX]-F,f 

G'oiT,) ^ (¥,[X]-W,f , 

où a est le décalage à gauche des suites bilatères de (¥q[X] — Fg)^. De plus, le 
diagramme suivant commute 

Gm ^ G'M 
P+ i i P+ 

x-^n{K-K) x~^n{K-K) , 

où \1/ : ^ I— s> I — j est l'application d'Artin (si Ç est dans K, alors [Q désigne sa 



partie entière), et p+ : (^_,^+) i— > ^+ est la projection sur la deuxième coordonnée. 

Notons m la mesure de probabilité qui est la restriction à ^oC^g) de la mesure 
naturelle invariante par le flot géodésique. La mesure m coïncide avec la mesure 
de Haar quotient sur T\G/M pour M le sous- groupe des matrices diagonales à 
coefficients dans *, et, de manière classique, avec la mesure de Patterson-Sullivan- 
Bowen-Margulis de F (voir par exemple |Bou| IBM] et la partie SI). 

Nous montrons dans la partie Hl que l'image de m par 0' est une mesure de 
Bernoulli sur (Fg[X] — F^)^. Ceci implique en particulier que si S est le sous- 
groupe diagonal de G, alors l'action à droite de S/ M sur T\G/M est Bernoulli 
(donc mélangeante, ce qui était déjà connu, voir par exemple |BN] ). Dans un ar- 
ticle en préparation |BP| . nous étudierons le cas général des réseaux des groupes 
algébriques semi-simples de rang 1 sur un corps local non archimédien. En fait, nous 
donnerons des codages markoviens de flots géodésiques sur des arbres munis d'ac- 
tions très générales de groupes. Ces codages permettent de contourner l'abondance 
de torsion dans les réseaux non-uniformes d'arbres, dont on ne peut se débarrasser 
par passage à un sous-groupe d'indice fini. 



Nous montrons dans la partie [Hl que l'image de m par la deuxième projection 
est la mesure de Haar sur . Ceci explique de manière dynamique l'invariance de 
cette mesure de Haar par la transformation d'Artin. 

Ces résultats sont analogues aux résultats qui relient le flot géodésique sur la 
courbe modulaire PSL(2,Z)\EI^ avec le développement en fractions continues des 
nombres réels (et qui expliquent, en particulier, l'invariance de la mesure de Gauss 
î^ï^ par la transformation de Gauss x ^-^ ^ — [^]) (voir par exemple |Seri| ). 

Cet article fait suite à jPauj . où une partie de l'analogie ayant trait aux géodésiques 
individuelles, est développée. Mais le codage global du flot géodésique n'est pas con- 
tenu (même pas entre les lignes) dans |Pau| . car une approche globale suivant de trop 
près |Pau| conduit à des discontinuités. La présence du corps résiduel ¥q, absent dans 
le cas réel, est une des sources de problèmes. C'est, entre autre, le travail de "natu- 
ralité" du présent article, en particulier à partir de la notion de géodésique décorée, 
qui permet le codage global. Il ne s'agit pas de construire n'importe quel codage, 
mais un qui soit intimement lié à la structure arithmétique du réseau PGL(2, Fg[X]) 
(celui-ci n'est pas de type flni et contient des sous-groupes inflni de torsion), et qui 
permette une correspondance entre propriétés dynamiques et arithmétiques. 



2 Notations et rappels 

Toute cette partie est composé de rappels, pour lesquels nous renvoyons par 
exemple à [Serll [Sprl ISch| Laj IBN| ISer2t IPauj . Elle n'est écrite que pour éviter au 



lecteur qui ne connaîtrait pas les notations et résultats de jSerU IPauj d'avoir à lire 
le présent article en ayant à côté ces deux références. Les autres lecteurs peuvent se 
reporter directement au chapitre El 



2.1 Le corps des séries formelles de Laurent 

Soit /c = Fg un corps fini, d'ordre q (où q est une puissance d'un nombre premier). 
On note A = k[X] l'anneau des polynômes en une variable X sur k, et K = k{X) 
le corps des fractions rationnelles en X sur k. Soit K = k{{X"^)) le complété de K 
pour la valuation v^o définie par 

vUP/Q) = i-âegP) - i-degQ) . 

Le corps K est muni de l'unique valuation qui étend v^o (que l'on notera de la même 
manière) , de la valeur absolue 

et de la distance ultramétrique définie par cette valeur absolue 

doo{f,g) = \ f -g\oo- 
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Tout élément de K s'écrit de manière unique comme série convergente 



i»—oo 



avec fi dans k, nul pour i suffisamment petit. On a 

v^if) = sup{j G Z I Vî < j, /i = 0} . 

On note = {/ G K,Voo{f) > 0} l'anneau de la valuation v^o dans K. C'est le 
sous-espace compact-ouvert A;[[X~^]] des séries entières en sur /c, c'est aussi la 
boule fermée de rayon 1 et de centre dans K. 

Pour tout / dans K, il existe un unique couple formé d'un polynôme en X sur 
fc, noté [/] G A, et d'une série entière en sur k, de terme constant nul, notée 
{/} G tels que 

/=[/] + {/}■ 

On appelle [/] la partie entière de / et {/} = / — [/] la partie fractionnaire de /. 
L'application d'Artin est l'application \1/ : X^^ — {0} X~^ définie par 

On note "^K l'ensemble K — K des points irrationnels de K. Pour / dans 'ifC, on 
pose ao = [/] et pour n>\ entier, 



_vl>«-i(/-ao) 

Alors a„ est dans A. Si n > 1, le degré de a„ est strictement positif et 

1 



/ = lim ao 



n— >+oo 



1 



ai 



tin 

Pour / dans X^^ H ''K^ on a oq = et on appelle développement en fractions 
continues dArtin de / la suite {an)n>i- 

2.2 L'arbre de Bruhat-Tits 

Notons G le groupe localement compact PGL(2, K). On appelle groupe modulaire 
le sous-groupe discret PGL(2, A) de G, et on le note F. Dans toute la suite, on note 
de la même manière une matrice de GL(2, A') et son image dans G. 
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On rappelle que pour tout corps commutatif k, l'action par homographies du 
groupe PGL(2, k) sur la droite projective est simplement transitive sur les 

triplets de points de Pi(/î). Comme l'application naturelle PGL(2, A) — > PGL(2, K) 
est une bijection, le groupe F agit simplement transitivement sur les triplets de 
points de Fi{K). 

On note GL(2, A')i le groupe des matrices carrées de taille 2 à coefficients dans 
dont la valeur absolue du déterminant est égale à 1, et Gi = PGL(2,J'r)i le 

quotient par son centre. Comme les éléments inversibles de A sont de valeur absolue 

égale à 1, le groupe F est contenu dans Gi. 

L'arbre de Bruhat-Tits Tg de {SL2,K) est le graphe défini par 

1. les sommets de Tq sont les classes d'homothétie (par K^) A = [L] de -réseaux 
(i.e. -sous-modules libres de rang deux) L dans K x K ; 

2. deux sommets A, A' sont joints par une arête si et seulement s'il existe des re- 
présentants L, L' de A, A' tels que L' C L et L/ L' est isomorphe à = k. 

On note VTq l'ensemble des sommets de Tq et ETq l'ensemble de ses arêtes. On 
note d la distance dans Tq et ] la classe du réseau standard. Le graphe Tq 

est un arbre régulier de degré g + 1. L'action naturelle de GL(2, K) sur les -réseaux 
induit une action de G sans inversion sur Tg, transitive sur les arêtes. Le stabilisateur 
de X* est le groupe PGL(2, ). 

On identifie dans la suite l'arbre Tq avec sa réalisation géométrique. On note dTq 
l'espace des bouts de l'espace topologique localement compact Tq. C'est l'espace des 
classes d'équivalence de rayons géodésiques dans Tg, où l'on identifie deux rayons 
géodésiques si leur intersection est encore un rayon géodésique. L'action de G sur 
Tq s'étend continuement en une action par homéomorphismes de G sur dTq. 

L'espace dTq s'identifie, de manière G-équivariante, avec la droite projective 
¥{K X K) = Pi(A'), par l'application qui, à l'extrémité d'un rayon géodésique issu 
de Aq = X,,, de suite des sommets consécutifs (A„)„gN7 associe l'unique droite de 
K X K contenant l'intersection des -réseaux avec (L„)„gN l'unique suite de - 
réseaux dans K x K telle que [L„] = A„ et Ln+i C L„. 

En choisissant la droite K x {0} àe K x K comme point à l'infini de Pi(ii'), on 
identifie dTq = fi{K) avec K U {oo}. L'action de G sur dTq = Fi{K) correspond à 
l'action de G par homographies sur K U {oo}. 

On note n : Tq r\Tg la projection canonique et Foo le fixateur dans F du 
point oo de dTq. Le rayon géodésique Vr issu de et d'extrémité oo, donc de suite 
des sommets consécutifs ([ x X~"])„gp^, est un domaine fondamental pour l'action 
du groupe modulaire F sur l'arbre de Bruhat-Tits Tq, au sens où ses images par F 
recouvrent Tq. La restriction i^lvr ^st un isomorphisme simplicial de sur F\Tç. 
Le graphe F\Tg hérite par vr d'une structure de graphe de groupes, que l'on note 
F\\Tg, et que l'on appelle le rayon modulaire (voir |Ser2| pour les définitions et la 
construction). 

Voir par exemple |Ser2j pour des justifications et compléments. 
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2.3 La famille F-équivariante maximale d'horoboules d'in- 
térieurs disjoints. 

Pour tout ^ de OTç, on appelle fonction de Buseman de Tq l'application /3ç : 
Tq X — i> M définie par 

Pd^,y)= lim d{y,c{t)) - d{x,c{t)) 

t— >+oo 

où c : [0, +00 T(j est un rayon géodésique convergeant vers C,. La fonction ne 
dépend pas du choix de c, est invariante par isométries : 

V7 G G, M-fx, 7?/) = (3ç{x, y), 

et vérifie la relation de cocycle : 

y) + /3^{y, z) = /3^{x, z). 

En fait, l'application t d{y,c{t)) — d{x,c(t)) est constante à partir d'un certain 
temps. Le rayon géodésique [x,^[ rencontre le rayon géodésique [y,^[ en un rayon 
géodésique [w, ^[ et y) = d{y, w) — d{w, x). 

On appelle horosphère centrée en ^ G dTg et passant par x G Tg l'ensemble des 
points y de tels que P^{x,y) = 0. Son horoboule associée est l'ensemble des points 
y de Tç tels que P^{x,y) < 0. 
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Figure 1 : Trajet des géodésiques dans la famille d'horoboules HB. 

On note Hoo l'horosphère centrée en 00 de OT, et passant par x*, et iîBoo son 
horoboule associée. C'est l'orbite du rayon fondamental Dr par le fixateur Foo du 
point 00 (de dTg) dans le groupe modulaire F. Pour tout 7 dans F, on note H^oo = 
•y Hoo, c'est l'horosphère centrée en •yoo et passant par 7X*, et on note HB^oo = 7-HSoo 
son horoboule associée. Il est facile de voir que la famille HB = (i£B^oo)7gr/roo est 
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la famille des adhérences des composantes connexes de la préimage par tt du rayon 
r\Tg privé de son origine. Les horoboules de cette famille se rencontrent deux à deux 
en au plus un point (sur l'intersection des horosphères associées), et leur réunion est 
égale à Tg. 

Notons H la famille d'horosphères {Hyoo)'yer/rao- (Voir par exemple |Paii| IPa.iï2] 
pour des justifications et compléments.) 

3 Codage du flot géodésique sur le rayon modulaire 

3.1 L'espace des géodésiques décorées sur le rayon modulaire 

Appelons géodésique décorée de Tq une géodésique i de Tq (i.e. une isométrie 
£ : R — >• Tq), dont l'origine Xq = Xo{£) = i{0) est sur l'une des horosphères de la 
famille H (i.e. est un point de 7r~^(7r(a:*)) ), et qui est munie d'une arête vq = vo{i) 
issue de xq non contenue dans i, appelée décoration. Remarquons que pour q = 2, 
la décoration est unique. 

La géodésique décorée standard i^, est la géodésique d'extrémités oo et 0, orientée 
de oo vers 0, d'origine x^ et décorée par l'arête w^, qui pointe vers 1. 

Notons GoC^q) l'ensemble des géodésiques décorées totalement irrationnelles de 
Tq, c'est-à-dire celles qui ont leurs deux extrémités dans dTq — Fi{K) = '^K . Atten- 
tion, est une géodésique décorée qui n'est pas dans ^o(Tg). 

L'ensemble ^o(Tg) est muni de la topologie définie par le système fondamental 
d'entourages {Ki}„6n, où Vn est l'ensemble des couples de géodésiques décorées qui 
coïncident entre les instants —n et n et qui ont même décoration. 

Lemme 3.1 Le groupe V agit librement et proprement sur ^o(Tg). 

Preuve. Le groupe F préserve la famille Ti et fi{K) donc il préserve '^K . Il agit sur 
^o(Tg) : l'image par un élément 7 de F d'une géodésique £ de décoration vq est la 
géodésique 7^ de décoration 7^0. Comme F agit proprement sur Tg, l'action de F sur 
^o(Tg) est propre. Cette action est aussi libre, car G agit simplement transitivement 
sur les triplets de points de OT^, et si un élément 7 de F fixe une géodésique décorée, 
d'extrémités (distinctes) ^-,^+ et de décoration vq, alors elle fixe aussi le point à 
l'infini ^0 de l'horoboule de la famille TiB qui contient vq, et ^0 est distinct de ^_ et 

de e+. □ 

Notons ^o(r\\Tg) le quotient F\^o(Tg). 

Pour £ une géodésique de T^, on note ^_ = ^-{t) et ^+ = i+{t) ses extrémités 
négative et positive. On munit OTç de la topologie définie par d^, VTq et ETq de 
la topologie discrète et dTq x dTq x VTq x ETq de la topologie produit. L'ap- 
plication qui à un élément £ de ^o(Tq) associe le quadruplet (^_, xq, wo) de 
dTq X dTq X VTq X ETq est alors un homéomorphisme de GoiTq) sur son image, qui 
est un borélien B. Nous appellerons cette application le paramétrage de l'espace des 
géodésiques décorées totalement irrationnelles de T^. Par la suite, nous identifierons 
une géodésique décorée ^ et son quadruplet (,^_, xq, vq). L'action de F sur ^o(Tg) 
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s'identifie alors avec la restriction à i? de l'action diagonale de F sur l'espace produit 

dTg X dTg X VTg X ET g. 

3.2 Codage du flot géodésique sur le rayon modulaire 

Appelons renversement du temps sur Goi^g) l'application r : Goi^g) Go{Tg) 
définie par r(^_, xq, wo) = {^+^^-,xo,vo). Il est clair que r est équivariante 
sous l'action de F, elle induit donc par passage au quotient une application r : 
^o(r\\Tg) ^o(r\\Tg), que nous appelerons renversement du temps sur Go(^\\^q)- 

Nous allons maintenant définir une application T : ^o(r\\Tg) — > ^o(r\\Tq), que 
l'on peut voir comme l'application de premier retour en l'origine du flot géodésique 
sur le rayon modulaire. 

Soit i = {^_,^+,xo,V()) dans Go{Tg). Notons = 'Cn(^) les points de fi{K) tels 
que {HB^^)n^z soit la suite des horoboules de HB traversées consécutivement par i, 
avec HBço ^ -^-^6 — i^o}- Soit x„ = Xn{i) le point de VTg tel que iîBç„ H HB^^^^ = 

{Xn}. 

Il faut remarquer que les suites (^„) et (x^) sont bien indexées par Z. En efi^et, par 
définition, une géodésique décorée de GoO^q) a ses deux extrémités irrationnelles. Or 
toute géodésique qui rentre dans une horoboule de la famille HB ou bien en ressort, 
ou bien converge vers le point à l'infini de cette horoboule, qui est rationnel. 

Notons 770 = Vo{^) le point de fi{K) tel que l'horoboule HEr^o contienne l'arête 
vq. Soit sq = so{i) l'unique élément (d'ordre 2) de F qui fixe 770 et échange .^0 et ^1. 
Soit Si = si{i) l'unique élément (d'ordre 2) de F qui fixe ^1 et échange .^0 et .^2- 

Notons vi = siSqVq = siVq. Comme si envoie la géodésique entre ^1 et .^0 sur la 
géodésique entre |i et .^2, l'élément sisç, âe F envoie Xq sur Xi et Vq sur Vi, qui est 
une arête issue de Xi qui ne rentre ni dans HB^^ ni dans HB^^. 

De même, notons s_i = s_i{i) l'unique élément (d'ordre 2) de F qui fixe ^0 et 
échange ^1 et Posons = s_iSoVo, c'est une arête issue de X-i qui ne rentre 
ni dans HB^^, ni dans HB^_^. 

Posons T{i) = (^_, Xi, Wi). L'application T : Go(Tg) GoÇ^q) est un homéo- 
morphisme (dont l'inverse est £ 1— (^„, f appelé application de premier 

retour du flot géodésique sur Tg. Clairement, l'application T anti-commute avec 
l'application de renversement du temps r : 

r o T or = . 

Pour tout 7 dans F, on a «0(7^) = 750(^)7""*^ et si(7£) = 7Si(£)7~^. Donc T est 
équivariante, et induit par passage au quotient un homéomorphisme 

T:Ê^o(r\\T,)^Ê^o(r\\T,), 

qui anti-commute avec l'application de renversement du temps r, et qui est appelé 
application de premier retour du flot géodésique sur F\\Tg. 

Notons V'^ l'ensemble des éléments de Foo qui ne fixent pas x*. Donc F^ = 
Foo — (PGL(2, A;)nFoo). On munit F'^^ de la topologie discrête et (F'^^)^ de la topologie 
produit. 
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Le résultat suivant est un premier théorème de codage du flot géodésique sur 
le quotient de l'arbre de Bruhat-Tits de PGL(2, k) par le sous-groupe arithmétique 
PGL(2,74). Même si ce n'est pas la version utilisée pour les applications arithmé- 
tiques, nous le donnons sous cette forme, qui doit être généralisable en remplaçant 
PGL2 par n'importe quel groupe algébrique G connexe semi-simple sur K, de K- 
rang 1, et PGL(2, A) par n'importe quel sous-groupe arithmétique F' de G_{K), en 
utilisant le théorème de structure du graphe de groupes F'WT', quotient de T' par 
F', avec T' l'arbre de Bruhat-Tits de {G_, K). En efl'et, le graphe de groupes F'\\T' 
est obtenu à partir d'un graphe flni de groupes flnis, en rajoutant un nombre flni 
de rayons de groupes flnis, analogues au rayon modulaire F\\Tg (voir par exemple 

Théorème 3.2 // existe un homéomorphisme 6 : Ço(r\\Tq) (T'oo)^ ^^■'^ 
diagrammes suivants commutent : 

^o(r\\T,) ^ (F'^)^ ^o(r\\T,) ^ (F'^)^ 
iT |cr \t i ko a 

^o(r\\T,) ^ (F'^)^ ^o(r\\T,) ^ (F'^)^ 



avec a le décalage à gauche et k la transformation de {T'^)^ définie par n{{(3n)nez) = 
(/^n)nGZ avec (3'^ = f3zl. 




Figure 2 : Codage des géodésiques. 
Preuve. Pour tout n dans Z et pour toute géodésique £ de Ço(Tq), notons rjn = 
Vn{^) = VoiT"'i) et Vn = Vn{t) = vq^T^E). Par déflnition de T, les notations vi et 
coïncident avec celles déjà introduites. Soit 7^ = 7n(^) l'unique élément de F 
envoyant 00, 1,0 sur respectivement ^n,Vn, ^n+i- Notons i l'unique élément (d'ordre 
2) de F flxant 1 et échangeant et cxo. Posons 

(3n = f3n{i) = %ln\ln et ë(£) = {^n)n& ■ 

Comme ï7~_^]^7„oo = i'^n\^n = iO = 00, l'élément de F appartient à Foo- De 
plus, /3n(a;*) = i'^n-il-nk^*) = î7^^i(x„), donc Pnix^:) ne peut pas valoir x*, car x„_i 
est différent de Xn et Z7~ii(x„_i) = x*. Ainsi /3„ est dans F'^^. 
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Pour tout 7 de F, on a la relation de naturalité 'jnil^) = 11n{(^)- L'application 
: GoO^q) (r'oo)^ 6st constante sur chaque orbite de F dans Go(Tq). Elle induit 
donc par passage au quotient une application 6 : ^o(r\\Tg) (F^)^. 

Commutativitê des diagrammes. Par construction de T et par définition des ?7„, 
pour tout n dans Z, on a ^n(^) = ^o{T"-i) et 77„(^) = rio{T"-i). Donc 

UTi)=^n+i{i) et r]n{f£) = r]n+i{i) . 

Par conséquent, ■jniTi) = 7„+i(£), d'où Pn(Ti) = Donc 9 o T = a o 6, ce 

qui montre la commutativitê du diagramme de gauche du théorème 13.21 

Par définition des ^n, on a C,n(j£) = (,~{n~i){£)- Comme rjoiji) = rio{i), et comme 
T et r anti-commutent, par définition des rjn, on a r]n(ji) = rj_n{t). La définition 
des 7„ montre que "^nij^) et 7_„(£)i coïncident en oo,l,0. Donc 'yni^i) = 7_„(£)ï. 
D'où 

Pniri) = 27„--i(rf)7n(r^) = 7:(Vi) W7-nW^ = • 

Ceci montre la commutativitê du diagramme de droite du théorème 13.21 

Continuité de 6. Montrons que l'application £ i— > est localement constante. 
Soit £ un élément de Go{Tg). Si £' est une géodésique décorée, ayant mêmes origine 
et décoration que £, et coïncidant avec £ sur le 1-voisinage du segment [xq{£),xi{£)], 
alors rio{£) = rio{£') et ^k{£) = ik{£') pour k = 0,1,2. Donc rii{£) = r/i(f) par 
définition de rji. Par définition des 7„, on a alors 7fc(^) = 7fc(^') pour k = 0, 1. Par 
conséquent = A(f ). Donc £ ^ f3i{£) est continue. Comme = /3i(f"-^^) 

et puisque T est un homéomorphisme, l'application £ i— (3n{£) est continue sur Go{Tq) 
pour tout n dans Z. Donc 6 est continue sur Go(Tq), et par passage au quotient, 9 
est continue sur ^o(r\\Tç). 

Injectivitê de 6. Soient £ et £' deux élémentss de Go{Tq) tels que <d{£) = 6(£'). 
Montrons que £ et £' sont dans la même orbite sous F. Ceci montrera l'injectivité 
de 6. Quitte à remplacer £ par jo{£)~^£ et £' par Jq{£')~^£', on peut supposer que 
^o(^) = ) = oo,rio{£) = rio{£') = 1 et = ^(f ) = 0. En particulier, £ et £' 
ont mêmes origine et décoration. De plus, 7o(^) = 7o(^') = id. Pour n > 0, on a 

7n = 7o(7(7^7i) ■ ■ ■ (7n-i7n) = 7oiPiip2 ■■■iPn 

et 

7-n = 7o(7-ho)"^(7l27-i)~^ ■ ■ ■ (7r,^7-(n-i))"^ = -foPô^if^Zli ■ ■ -/SzJ^.i)^ • 

Donc pour tout n dans Z, on a jn{£) = ln{,£')- Comme 7nCX) = les points ^n{,£) et 
^„(£') coïncident. Or deux géodésiques décorées ayant mêmes origine et décoration 
et traversant les mêmes horoboules de TiE sont égales. Donc £ = £'. 

Surjectivitê de 6. Soit (/3„)ngz dans (F^)^. Posons 70 = id. Par récurrence pour 
tout n dans Z, posons 7^ = •jn-iiPn- Notons Xn = 'jnX*. Comme les /5„ sont dans 
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rj^, les points x„ et Xn+i sont différents. Considérons la courbe £, géodésique par 
morceaux, obtenue en recollant consécutivement les segments (qui ne sont 

pas réduits à des points). Posons 

= 7nOO et r]n = 7nl , 

qui sont des points de Fi{K). Alors = 7„+icx3 = 7„i/5„cxD = 7„0. Comme {x*} = 
HBoo n HBi n HBq, on a = iîBç„ n HB^^ fl HB^^^^^. Par convexité, le segment 
est contenu dans l'horoboule HB^^^^. Comme deux horoboules distinctes 
de TiB sont d'intérieurs disjoints, il vient donc Xn+i] H Xn+2\ = {xn+i}- Par 
conséquent £ est une géodésique. Il est alors^immédiat que, munie de la décoration 
y*, la géodésique £ a pour image (/3„)nGZ par 9. Donc 9 est surjective, et, par passage 
au quotient, 9 aussi. □ 



3.3 Lien avec la transformation d'Artin 

Notons G'oi^q) l'ensemble des géodésiques décorées de GoiTq) qui ont pour origine 
X* et pour décoration t>*. 

Lemme 3.3 Soit i un élément de Go{Tg), alors i appartient à Ç'oiTq) si et seulement 
si 7o(^) = id. 

Preuve. Si i est dans ^Q(Tg), alors par définition de 70, on a 7o(^) = id. Récipro- 
quement, si 7o(-^) = id, alors ^o(^) = 00, ^i(^) = et rio{i) = 1. Comme xo{i) est 
le point d'intersection des horosphères H^o et Hq, il n'est autre que x*. De même, 
Vo{i) est l'arête issue de x^^ qui rentre dans -HBi, donc c'est v^. Donc i appartient à 

om- □ 

Lemme 3.4 L'application ip c?e ^o(r\\Tg) dans G'Q{Tg) , définie par ip(I) = 'Jo{i)~^i 
où i est un représentant de l'élément! de ^o(r\\Tg), est un homéomorphisme, qui est 
une section de la projection canonique ttq : ^o(Tq) ^o(r\\Tg), que nous appelerons 
la section canonique. 

Preuve. Si t est une géodésique décorée de ^o(Tg), alors = 70 (^)~^^ est dans 
^Q(Tg), car 7o(^') = id. Comme deux géodésiques décorées qui ont même décora- 
tion et qui coïncident entre —1 et 1 ont même 70, l'application (p de Goi^q) dans 
G'^i^q) définie par £ 1— 7o(£)~^£ est continue. Elle est surjective car 7o(^) = id si £ 
est dans ^q(Tç). Comme 70(7-^) = 77o(-^) pour tout 7 dans F, deux éléments 
de ^o(Tq) sont dans la même F-orbite si et seulement si 7o(^)~^^ = 7o(^')~^^'- L'ap- 
plication (p induit donc par passage au quotient une application continue bijective 
ip : ^o(r\\Tg) — i> ^Q(Tg). Comme 7o(£)~^£ est dans la même F-orbite que on a 
•ïïqo ip = id. Si i : ^oC^ç) ~^ Goi^q) est l'inclusion, alors y?""^ = vto o j, donc p>~^ est 
continue. □ 



Posons 



J= U (a + X- 



aeA-k 
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aux matrices 



1 

1 



1 a 
1 



et 



avec a dans A et a dans 



Si £ est dans GqITç), alors ses extrémités = et ^+ = appartiennent 

respectivement à Jfl et fl '^K (voir par exemple jPauj et la figure 1). L'ap- 
plication de G'oiTq) dans ( J n "K) x {X'^ n "K) définie par i ^ est un 
homéomorphisme. Nous identifierons dans la suite une géodésique £ de GoiTg) avec 
son couple d'extrémités irrationnelles (^_,^+) dans (Jfl '^K) x (X"^ fl 

Nous allons modifier le codage obtenu dans le théorème 13.21 pour obtenir un 
nouveau codage, relié cette fois-ci à la transformation d'Artin Pour cela nous 
allons préciser les homographies 7„ qui sont apparues au cours de la démonstration 
précédente. On introduit les notations suivantes : on appelle i (inversion de centre 
0), ta (translation de a) et Aq, (homothétie de rapport a^) les homographies associées 

' a ' 


Tout élément /5 de Foo s'écrit alors de manière unique sous la forme (3 = taXa 
avec a dans A et a dans . Si P est de plus dans T'^ alors a ne peut pas être dans 
k sinon (3 serait un élément de PGL(2, k). Donc tout élément (3 de peut s'écrire 
de façon unique sous la forme [3 = taXa avec a dans A — k et a dans k'^ . 

On remarque qu'on a les relations élémentaires suivantes : = = Ai/q,, 

ta^a = Xata/a^ et iXa = Xi/^i. 

Montrons maintenant le résultat suivant : 

Proposition 3.5 Soit i = (^_,^+) une géodésique de ^Q(Tg). On note (a„)„>i le 
développement en fractions continues d'Artin de Ç,+ et (a_„,)„>o celui de j^. Alors 
pour tout entier n > : 

il existe a.„ dans k^ tel que 7n(^) = itaiita2 ■ ■ - ita^Xa^, 

il existe a_„ dans k"" tel que 7_„(£) = t.a^it-a^^ ■ ■ ■it_a_^„_^^iXa_f^^_^y 

Preuve. Soit i = (,^_,.^_|_) une géodésique de ^Q(Tq). Procédons par récurrence sur 
n. Comme 70 = id, la démonstration du théorème 13.21 montre qu'il existe une suite 
{Pn)n& d'éléments de F'^^ telle que pour tout n > 0, on a : 

7„ = iPiiP2 ■■■if3n et 7_„ = P^^iPzli ■ ■ ■ PZl^-i)^ ■ 

La transformation Pi est dans F'^^. Elle s'écrit donc de manière unique sous la forme 
taiXai avec Oi dans A — k et ai dans k^ . Nous avons donc bien 71 = ita^Xai- 
Supposons que 7„ s'écrive ita^ita2 ■ ■ - ita^Xa^- Alors 

7n+l = IniPn+l = Haïrai ■ ■ ■ Ha^X^J^n+l = ita^Ha^ . . . itaJXi/a„Pn+l ■ 

La transformation Ai/q^/9„+i est dans F'^, elle s'écrit donc sous la forme ta„+iAQ„+i 
avec a„+i dans A - k et an+i dans k"" . Ainsi 7„+i = ita^^ita^ ■ ■ ■ itaJta„+iKr,+i- 

De façon analogue, traitons les 7_„. On a 7_i = (3^^%. La transformation (3o est 
dans F'g^, elle s'écrit donc de manière unique sous la forme Xa^ta^ et donc 7_i = 

{KotaoY^i = t-aoXl/aoi = t-ao^-^ao- SuppOSOUS qUC 

7-n = t-ao^t^a^i ■ ■ ■ ^^-a_(„_i) ^Aq,_j^_^j . 
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Alors, 

7-{n+l) = 7-n/5-n^ ~ t-aaH-a-i ■ ■ ■ '^'^-a_(„_i-) ^'^a_(„_i) • 

La transformation {)^a_^^,^_^)(^Zn)~^ = /5-nAi/a_(„_ij est dans T'^. Elle s'écrit donc de 
manière unique sous la forme Xa^n^a^n- Alors 

7-(n+l) = t_ao^t-a-i ■ ■ ■ ^^-a_(„_i) A„_„ta_„ ) "^^ 
= t-ao'^t-a-i ■ ■ • '^^-a_(„_i)^^-a_„'^l/o_„^ 
= t_agit_a_^ ■ ■ • '^^-a_(„_l)^^-a_„^•^a_„• 
Par conséquent, pour tout entier n > 0, 

et 

Comme est la limite quand n tend vers l'infini de la suite ^n, le développement 
en fractions continues d'Artin de ^+ est (an)n>i- 

De même est la limite de la suite donc ^ = —iC,^ est la limite de la 
suite —i^n = itao'ita-i ■ ■ ■ ^^a_(„_i)0. Lc développement en fractions continues d'Artin 
de Y' 6st donc (a_„)„>o. □ 

Définissons la transformation $ : ^o(Tg) ^ Qoi^q) par = 7i"^(£)f (£). Il est 
immédiat que le diagramme suivant commute : 

^o(r\\T,) ^ ^o(r\\T,) 

Ceci revient à dire que \1/ est conjuguée par la section canonique 9? à l'application T 
de premier retour du flot géodésique sur ^o(r\\Tç). 

Montrons maintenant le résultat suivant, qui implique le théorème [HT] de l'intro- 
duction : 

Théorème 3.6 Soit i = (.^_,^+) un élément de ^Q(Tg), soit (a„)„>i le développe- 
ment en fractions continues d'Artin de et {a^n)n>o celui de Notons 6' l'ap- 
plication de ^q(Tç) dans {A — k)^ définie par = (ari)nez- Alors O' est un 
homéomorphisme qui rend le diagramme suivant commutatif : 

13 



où a est le décalage à gauche des suites bilatères de {A — k)'^. De plus : 





' 1 " 


a- 





OÙ ^ est la transformation d'Artin. 

Preuve. Comme un élément de X~^n '^K est uniquement déterminé par son développe- 
ment (infini) en fractions continues, et comme {^^,^+) est dans ( Jfl '^K) x (X~^n '^K), 
alors est dans X~^n '^K et donc l'application 6' est une bijection. Comme l'appli- 
cation d'Artin est continue (car localement constante) sur X~^n ^K^ et par définition 
des an, l'application 0' est continue. D'après la démonstration de la proposition 13 .B^ 
si (. et ^' sont deux éléments de G'oi^q) qui ont mêmes pour —N < n < N, alors 
i et i' ont mêmes pour —{N — l)<n<N — 1, donc coïncident au moins sur 
— (A^ — 1) < n < N — 1. Donc 0'~^ est continue. Par la proposition précédente, si 
i = (.^_, ,^+) est dans ^Q(Tg), alors 71 = ita-^ où ai est le premier terme du développe- 
ment en fractions continues de c'est-à-dire la partie entière de En particulier, 
le diagramme de l'énoncé est évidemment commutatif. 
Enfin, 

^(e-,e+) = 7r'(e-,e+) = maj~'^-, {^taJ~'^+) = (^ - ai, ^ - ai) . 

Ç- Ç+ 

Comme \I/(^+) = — ai, ceci montre le résultat. □ 

4 Mesure invariante par le flot géodésique sur le 
rayon modulaire 

Notons fi = /iHaar la mcsurc de Haar sur le groupe topologique additif (identifié 
avec dTq — {00}), normalisée pour que fiÇ) = 1. Notons dxQ et dvç, les mesures de 
comptages sur les espaces discrets VTg et ET g. 

Considérons la mesure m sur l'espace Go(Tq) définie, en utilisant le paramétrage 
de ^o(Tg), par 

dmK_.^,.Xo..,)^ '"'«-''"'«;)f°'"'° . 

Is+ — Ç-loo 

Cette partie est consacré à la démonstration du résultat suivant : 

Théorème 4.1 La mesure m est une mesure borélienne positive, invariante par 
T, par T et par renversement du temps t. La mesure q^fh induit par passage au 
quotient par T une mesure de probabilité m sur ^o(r\\Tg), invariante par T et par 
renversement du temps r. 

Outre une preuve directe, la partie nouvelle de ce théorème est le calcul de la 
masse totale de m. Mais une fois rappelé les propositions 14. 21 et 14. 3L l'existence de m 
découle essentiellement de la construction classique de la mesure de Bowen-Margulis 
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sur l'espace des géodésiques de Tq (voir par exemple |Cooj V et de |BMj par exemple, 
qui montre que les mesures de Patterson-Sullivan et de Hausdorff sur dTq coïncident, 
même pour les réseaux non uniformes dans Aut{Tq)). 

Dans ce qui suit, l'espace K est muni de la distance doo- Notons ô la dimension de 
Hausdorff de K, et /iRaus la mesure de Hausdorff (de dimension ô) sur K. Rappelons 
que pour tout borélien EdeK,siO<ô<oo, nous avons 

/iHaus(^) = lim inf{Vrf} 

où la borne inférieure est prise sur tous les recouvrements de E par des boules de 

rayon < e pour la distance doo- 

Comme doo est invariante par Foo, il en est de même pour /^Haus- 

Les deux propositions 14.21 et 14.31 suivantes sont bien connues, voir par exemple 

|Spr[ page 69] pour une démonstration de la seconde. 

Proposition 4.2 La dimension de Hausdorjf de {K,doo) est ô = 1. La mesure de 
Hausdorff de est 1 . 

Preuve. Par invariance par translation de doo, il suffit de montrer que la dimension 
de Hausdorff de est 1, et que sa mesure de Hausdorff (en dimension 1) vaut 1. 
L'espace de Cantor est la boule de rayon 1 et de centre n'importe quel point de . Il 
s'écrit comme l'union disjointe des q parties „ = a + X~^ pour a dans k. Les parties 
a sont d'ailleurs les boules de rayon - et de centre n'importe quel point de q. Pour 



tout a de k, l'homographie de matrice 



1 a 
1 



x-i 

1 



envoie sur q,, c'est de 



plus une homothétie de rapport ^ pour la distance doo- 

D'après |Mat[ Théo. 4.14], la dimension de Hausdorff 5 de (, doo) vérifie l'équation 
Eaek i' = l. Donc 5 = 1. 

Comme par récurence, est réunion de g" boules (disjointes) de rayon la 
mesure de Hausdorff de est au plus 1. Rappelions que si deux boules pour doo se 
rencontrent, alors l'une est contenue dans l'autre, et que toute boule contenue dans 
est une boule de rayon une puissance de ^. Donc la mesure de Hausdorff de vaut 
au moins 1. □ 

Proposition 4.3 Les mesures de Haar /iHaar et de Hausdorff //Haus sur K coïnci- 
dent. 

Preuve. Comme S est finie non nulle, et est un espace de Cantor de mesure de 
Hausdorff finie, la mesure de Hausdorff /iHaus est une mesure de Radon (voir par 
exemple |Mat[ page 57]). 

Comme vu ci-dessus, la mesure /^Haus est invariante par translation, donc par 
unicité de la mesure de Haar, il existe c > tel que /iHaus = c/iRaar- Comme /iHaar() = 
1 et /UHausO = 1, les mesures coïncident. □ 

Pour tous 7 dans G et f dans K, vérifiant / 7^ 7~^oo, notons 

joo(7,/) = l7'(/)|oo 

15 



la valeur absolue de la dérivée en / de l'application holomorphe •y : K K. Par la 
formule de dérivation des compositions, elle vérifie la formule de cocycle suivante : 
pour 7i,72 dans G et f dans K tels que 72/57172/ 7^ 00, 



Si 7 



a h 
c d 



joo(7l72, /) = Joo(7l, 72/)joo(72, /) • 

avec \ad - hc\oo = 1, alors jooil^f) 



\cf+d\\ 



Comme la valeur 



absolue prend des valeurs discrètes, pour tout élément 7 de G, l'application continue 
/ ^ jooil, f) est localement constante sur K — {7~^oo}. 

Proposition 4.4 Pour tout 7 de Gi, pour tous f,g dans K tels que f,g^ 7 ""^oo, 



17/ 



19\lo 



{l,f)joo{l,9)\f 



9\lc 



Preuve. Les translations ta 




1 a 
1 



avec a dans K, les applications A 



a 

p 



avec a,P dans tels que \P\c 



\a\ 



et l'inversion i 



a,l3 ■ 

1 

1 



engendrent Gi. Par la formule de cocycle pour joo et par un argument de continu- 
ité sur les f,g, il suffit donc de vérifier la proposition 14.41 pour ces trois types de 
transformations. 

Pour a dans K, la translation ta préserve la distance doo, et jooita, f) = 1. 



Pour a, /3 dans avec 



rapport |a|^ pour la distance lioo et joo{^a,i3, f) 



\c(\fj, l'application A^,/? est une homothétie de 



\a\ 



Comme joo{i, f) = et 



l{ u?° , le résultat en découle. 



□ 



1/ 9!°° l/|oo|gioo' 

Proposition 4.5 Pour tout 7 de Gi, l'image de la mesure /iRaus par 7 est absol- 
ument continue par rapport à /iHaus- Sa dérivée de Radon-Nikodym vérifie (pour 
f'Uaus-presque tout ^ de K) : 



C^7*/^Hau 
C?/^Haus 



■(0=Joo(7-\0 



Preuve. Soit 7 dans G. Comme / ^ joo (7, /) est localement constante, pour tout 
/o de i^ — {7^^oo}, il existe un voisinage U de /o dans K — {7~^oo} tel que pour tout 
/ dans t/, on a jooil-, /o) = Joo (7? /)• En particulier, la proposition 14.41 montre que 
pour tous /, g dans U, on a \'yf — 'jg\oo = jooil, fo)\f ~g\oo- Donc la restriction de 7 à 
U est une homothétie de rapport jooil, /o) pour la distance d^o- Soit V un voisinage 
de /o d'adhérence contenue dans U. Par construction de la mesure de Hausdorff, 
pour tout borélien E de V, on a Hua.usilE) = joo(7, /o)^A*Haus(-E). Ceci montre le 
résultat car 6=1. □ 

Nous aurons besoin du calcul élémentaire d'intégrale suivant. 

Lemme 4.6 Si jj, = /XHaarj alors 

dfiig) ^ 1 
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Preuve. Notons S cette intégrale. Comme J est la réunion disjointe des ensembles 
(a + X^-^), quand a varie dans A — k, et comme la mesure de Haar est invariante 
par translation, 

Comme le nombre de polynômes de degré n à coefficients dans k est (g — l)g", 

n,eN-{0} ^ ^ ^ neN-{0} ^ ^ 

□ 

Démonstration du théorème 14. IL Rappelons que 



12 

I oo 



et que les mesures de comptage sont invariantes par permutation. Il est donc immé- 
diat que m est une mesure borélienne positive, invariante par renversement du temps 
r : (^-,^+,Xo,t'o) H^(^+,^-,Xo,Wo) et par T : (^_, xq, Wo) ^ (^_, Xi, 

Montrons que m est invariante par F. Toute action d'un groupe sur un en- 
semble préserve la mesure de comptage. Pour tout 7 de F, pour m-presque tout 



d{7*IJ^) (^-)'^(7*/^) {^+)dxodvo 

i7-ie+-7-^e-iL 

joo(7"\ ^-)c?/^(^-)joo(7"\ i+)dn{i+)dxQdvQ 



12 

1 00 



Joo(7-^^)Joo(7-^e+)le+-^ 

d'après les propositions 14.51 et 14. 4| et car F est contenu dans Gi. Donc 7*m = m. 

Par conséquent, q^m induit par passage au quotient par F une mesure borélienne 
positive m sur ^o(r\\Tg), invariante par T et par renversement du temps r. Il ne 
reste plus qu'à montrer que m est une mesure de probabilité. 

Comme la mesure de Haar sur K est sans atome et comme K est dénombrable, 
le paramétrage de ^o(r\\Tg) permet d'écrire : 

dK^-)dK^+) 2 f dK^-) 



£-eJj£+ex-^ |Ç+~Ç-loo Jj \^-\lo 

Le lemme Hl^l montre alors que la masse totale de m est bien 1. 

Ceci achève la démonstration du théorème 14.11 □ 
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5 Applications 



Nous résumons dans l'énoncé suivant les résultats de la partie [SI Toutes les 
applications en découleront. 

Proposition 5.1 // existe un homéomorphisme 0" : ^o(r\\Tç) ^ {A — k)^ et une 

application continue surjective p2 : ^o(r\\Tq) X"-^ fl '^K tels que les diagrammes 
suivants sont commutatifs : 

^o(r\\T,) ^ (A-kf ^o(r\\T,) ^ ^o(r\\T,) 

^ i i 0" i P2 i P2 

Ê^o(r\\Tg) ^ {A- kf n^K n . 

où a est le décalage à gauche des suites bilatères de {A — k)'^. 

Preuve. Notons p+ : J x X^^ X~^ la seconde projection. Avec les notations de 
la partie |H1 posons 

Q" = Q' o ip et p2 = p+ o . 

Le résultat découle alors de la partie l373l □ 

Le résultat précédent dit en particulier que l'application d'Artin est semi-conju- 
guée à l'application de premier retour du flot géodésique sur le rayon modulaire. 
C'est l'analogue dans le corps des séries de Laurent sur Fg du résultat bien connu 
qui dit que l'application de Gauss x i— {^} sur [0, 1] fl '^Q est semi-conjuguée 
à une application de premier retour du flot géodésique sur la courbe modulaire 
PSL(2,Z)\H2 (voir par exemple (Hën|). 

5.1 Application au mélange du flot géodésique sur le rayon 
modulaire 

Considérons la mesure z/ sur l'espace discret A — k définie par iy{a) = t-jî-. La 
mesure u est une mesure de probabilité car le nombre de polynômes de degré n à 
coefficients dans k est (g — l)g". Notons z/^ la mesure produit sur {A — k)^. 

Proposition 5.2 L 'homéomorphisme Q" : ^o(r\\Tq) ^ (A — k)^ envoie la mesure 
m sur la mesure . 

Preuve. Notons P la mesure de probabilité image de m par 6". Comme 6" conjugue 
T et cr, et comme m est invariante par T, la mesure P est donc invariante par le 
décalage a. 

Pour a dans A — k fixé, calculons P[a_i = a]. Soit i = G GQ{Tg). Alors 

a_i(£) = a si et seulement si appartient (a + X~^) et ^+ appartient à X~^. On a 
donc : 

P[a_i = a]= m((a + X'^) x X'^) = q'^-^^(X~^)^ = u(a) . 

Soient a'_^, . . . , a'^i, a'_Q fixés dans A — k. Par séparation des variables, les deux 
événements {a^k = a'_^,...,a_i = a'_i} et {oq = Oq} (qui portent respectivement 
sur les coordonnées ^_ et sont indépendants. 
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L'invariance de P par le décalage a, et un raisonnement par récurrence montrent 
que les mesures P et z/^ coïncident sur tous les cylindres du produit {A — /c)^, donc 
sont égales. □ 

Corollaire 5.3 L'application T : Ço{T\\Tq) — > ^o(r\\Tg) de premier retour du flot 
géodésique sur le rayon modulaire est Bernoulli (i.e. (métriquement) conjuguée à un 
décalage de Bernoulli sur un alphabet fini), donc mélangeante, donc ergodique, pour 
la mesure m. 

Preuve. L'application O" : ^o(r\\Tg) ^ {A — k)'^ est un isomorphisme mesuré, 
conjuguant T au décalage a. Le décalage (de Bernoulli) a est d'entropie h^i.{a) 
finie, car 



a&A-k aeA-k ' nGN ^ 

01 f u'^ ( ^ V 2glogg 
= 21oggg-l - ^ = — . 

D'après |Orn[ Théo. 5, p. 53], un décalage (de Bernoulli) sur un alphabet dénom- 
brable, d'entropie finie, est (métriquement) conjugué à un décalage (de Bernoulli) 
sur un alphabet fini. Le résultat en découle. □ 

Corollaire 5.4 Le temps moyen du n-ème parcours dans une horoboule de la famille 
TiB d'une géodésique décorée de T\\Tq est T„ = 

Preuve. Dans jPauj . il est montré qu'une géodésique décorée rencontre sa n-ême 
horoboule de la famille HB sur un segment de longueur —2voo{an)- L'invariance par 
le décalage montre que 

T„ = To = E[-2vM] = -2 E ^oo{a)P[ao = a] = -2 ^¥S^ = ^ 



q-1 

a&A-k aeA-k ' '°° ^ 



□ 



5.2 Applications arithmétiques 

Le résultat suivant est l'analogue dans le corps des séries formelles de Laurent 
du résultat bien connu qui dit que la mesure de Gauss î^( j^) sur [0, 1] est la pro- 
jection de la mesure de Liouville sur le fibré unitaire tangent à la courbe modulaire 
PSL(2,Z)\H2 (voir par exemple (Eën|). 

Proposition 5.5 L 'image de m parp2 est la restriction de la mesure g/iHaar à : 

ip2)*m = q /iHaar \x-^n'=K ■ 
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Preuve. Par définition de m, pour tout dans X ^ H ^K^ nous avons 



d'après le lemme D'où le résultat. □ 

Nous retrouvons ainsi l'invariance bien connue de la mesure de Haar par l'appli- 
cation d'Artin, voir par exemple |BN| pour des références. 

Corollaire 5.6 La mesure de Haar sur fl '^K est invariante par l'application 
d'Artin. 

Preuve. Les propositions 15 . Il et 15 . 5| et l'invariance de m par l'application de premier 
retour T montrent que : 

111 

^*AtHaar = -(^0^2)*"^ = -{p2 O T)*m = -(^2)*"^ = /^Haar • 

q q q 

Le résultat en découle. □ 



Nous renvoyons par exemple à |BN| pour d'autres propriétés dynamiques du 
développement en fractions continues dans le corps des séries de Laurent sur ¥g. 
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